
Plan
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Généralités

La transformée en z
Stabilité
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1 Généralités
Mise en œuvre des asservissements numériques
Echantillonnage et quantification
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Introduction

L’asservissement numérique

Omniprésent dans les automatismes

Consiste à piloter un système physique à l’aide d’un
calculateur numérique

Se base sur la commande de systèmes aux instants
d’échantillonnage
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Période d’échantillonnage

Avantages/inconvénients

Avantages

Grande flexibilité : un correcteur est un programme.

Possibilité de corriger des systèmes avec des retards
importants.

Possibilité de fixer des performances différentes en poursuite
et régulation.

Interface utilisateur conviviale.

Plusieurs systèmes peuvent être corrigés à l’aide du même
microprocesseur.
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Avantages/inconvénients

Inconvénients

Il faut prendre en compte les notions de :

quantification des convertisseurs,

précision de calcul finie des microprocesseurs,

procédés d’échantillonnage (recouvrement spectral)
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Mise en oeuvre
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Mise en oeuvre
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Echantillonnage et quantification

Discrétisation : 2 actions combinées

Discrétisation temporelle (échantillonnage) : on extrait, du
signal continu temporel d’entrée un ensemble de mesures,
séparées d’un pas fixe, la période d’échantillonnage

Discrétisation d’amplitute (quantification) : on convertit
l’amplitude d’une mesure continue en un nombre entier codé
sur n bits

Quantification

Les phénomènes de quantification ne seront pas développés dans
ce cours. Ils sont abordés en détail dans les cours
d’instrumentation numérique
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Période d’échantillonnage

Echantillonnage et quantification
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Période d’échantilonnage

Définition

Durée séparant deux instants d’échantillonnage successifs :

Te =
1

fe
où fe est la fréquence d’échantillonnage

Si x(t) est le signal continu, on note x∗(t), xk (ou xn) le signal
x(t) échantillonné avec : t = k.Te
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Période d’échantilonnage

Théorème de Shannon

Toute fonction du temps f (t) possédant un spectre de fréquence
limitée à ±Fmax peut être transformée par échantillonnage
périodique, de fréquence Fe supérieure ou égale à 2Fmax , sans
aucune perte d’information
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Période d’échantilonnage
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Période d’échantillonnage

Période d’échantilonnage

Problème de recouvrement de spectre
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Période d’échantilonnage

Attention au spectre infini

Tous les signaux en automatique ont un spectre infini.

On peut alors limiter l’effet du repliement de spectre en
utilisant un filtre anti-repliement (passe bas coupant entre
Fmax et Fe)
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Généralités

La transformée en z
Stabilité
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Période d’échantilonnage
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Période d’échantilonnage

Attention à la dérivée

L’estimation de la dérivée est très sensible au bruit

df (t)

dt
≈

f (t)− f (t − Te)

Te
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Période d’échantilonnage

Attention à la dérivée

L’estimation de la dérivée est très sensible au bruit

df (t)

dt
≈

f (t)− f (t − Te)

Te
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Choix de la période d’échantilonnage

Conclusion partielle

Limite fondamentale : théorème de Shannon

Attention à une estimation simple de la dérivée pour de faibles
périodes d’échantillonnage (pb. de sur-échantillonnage)

Choix de Te

Deux types de critères :

Critères temporels (basés sur le modèle corrigé à obtenir)

Critères fréquentiels (basés sur la fréquence de coupure du
système)
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Choix de la période d’échantilonnage

Critères temporels : soit τ la constante de temps la plus rapide
que l’on veut contrôler en boule fermée (1er ordre) ou ω0 la
pulsation propre désirée (2eme ordre)

Critère de Sevely

2π

18ω0
≤ Te ≤

2π

9ω0

τ

9
≤ Te ≤

τ

4.5

Thierry CHATEAU Systèmes échantillonnés
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Choix de la période d’échantilonnage

Critères temporels : soit τ la constante de temps la plus rapide
que l’on veut contrôler en boule fermée (1er ordre) ou ω0 la
pulsation propre désirée (2eme ordre)

Critère de Bülher

Te ≈
1

6

2π

ω0

√
1− ξ2

Te ≈
τ

5
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Choix de la période d’échantilonnage

Critère fréquentiel : On choisit Fe , la fréquence
d’échantillonnage telle qu’elle soit 6 à 24 fois plus grande que la
fréquence de coupure du système.

Système d’ordre un

τ

4
≤ Te ≤ τ

Système d’ordre deux

0.25 ≤ ω0Te ≤ 1 pour ξ ≤ 0.7

0.4 ≤ ω0Te ≤ 1.75 pour ξ ≥ 0.7
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Généralités

La transformée en z
Stabilité
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Choix de la période d’échantilonnage

Exercice d’application

Après synthèse d’un asservissement, on obtient le modèle bouclé
suivant :

C (p)G (p)

1 + C (p)G (p)
=

1

(1 + (2ξ/ω0)p + p2/ω2
0)(1 + τ3p)(1 + τ4p)

avec :

τ3 = 1s

ω0 = 1rd/s et ξ = 0.43 (réglage 20% de dépassement)

On ne souhaite pas contrôler τ4 (constante négligeable)

Choisir une période d’échantillonnage selon un critère temporel,
puis selon un critère fréquentiel
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La transformée en z

Définition

On appelle transformée en z d’un signal f (t) la transformée de
Laplace F ∗(p) du signal échantillonné f ∗(t), dans laquelle on
effectue la substitution :

z = eTep

Remarque

Elle joue le même rôle que la transformée de Laplace pour l’étude
des systèmes continus
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La transformée en z

Notations

On note Z[xn] = Z[x∗(t)] = Z[X ∗(p)] = X (z) la transformée en z
du signal échantillonné x .
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Propriétes

Linéarité

Z[a.xn + b.yn] = a.X (z) + b.Y (z)

avec a, b ∈ IR

Produit de convolution

Soit {cn} = {xn ∗ yn} : produit de convolution tel que
cn =

∑+∞
m=−∞ xm.yn−m

Z[c] = X (z).Y (z)
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Propriétes

Avance/retard

f : k → f (k)

g : k → g(k) = f (k − k0)

G (z) = z−k0F (z)
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Propriétes

Avance/retard d’un échantillon

Z(xn+1) = z .X (z)

Z(xn−1) = z−1.X (z)

Théorème de la valeur finale

lim
n→∞

xn = lim
z→1

(z − 1)X (z)

Liste non exhaustive

Seules les propriétés utilisées en automatique ont été présentées ici

Thierry CHATEAU Systèmes échantillonnés
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Calcul de la transformée en z directe

Principe de calcul

Décomposition (si besoin) de l’expression du signal
échantillonné en une somme d’éléments simples

Utilisation d’une table de transformation pour calculer la
transformée en z de chaque élément simple
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Plan
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Calcul de la transformée directe

Exemple de calcul de transformée en z

Calculer la transformée en z du signal suivant :

xn = 1 + 2(0.5)n + 3(−0.2)n
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Calcul de la transformée en z inverse

Deux principales méthodes

Calcul de l’expression analytique du signal temporel
échantillonné

Calcul d’une relation récurrente modélisant l’action d’une
transmittance (équation aux différences)

Thierry CHATEAU Systèmes échantillonnés
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Calcul de la transformée en z inverse

Calcul de l’expression analytique du signal temporel échantillonné

Décomposition de la transformée en z en une somme

d’éléments simples : X (z) =
∑

i

Aiz

z − zi

Utilisation d’une table de conversion.

Exemple

Calculer l’expression analytique du signal échantillonné x∗(t) et du
signal discret xn dont la transformée en z est :

X (z) =
z

(z − 0.5)(z − 0.2)(z − 1)
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Equation aux différences

Equation aux différences

Equation de récurrence codant une transmittance

Forme utilisée dans la programmation d’une transmittance

On ramène l’expression de la transmittance en puissances de z
négatives

Isolation de la sortie de la transmittance, puis utilisation du
théorème d’avance retard.

Thierry CHATEAU Systèmes échantillonnés
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Equation aux différences

Exemple 1

X(z)
G(z)

Y (z)

avec G (z) =
0, 5.z−1

1− z−1 + 0, 5.z−2
.

Y (z)

X (z)
= G (z) =

0, 5.z−1

1− z−1 + 0, 5.z−2

yn − yn−1 + 0, 5.yn−2 = 0, 5.xn−1

yn = yn−1 − 0, 5.yn−2 + 0, 5.xn−1
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Equation aux différences

yn = yn−1 − 0, 5.yn−2 + 0, 5.xn−1

La sortie à l’instant n s’exprime en fonction de sa valeur aux
instants précédents et de la valeur de l’entrée aux instants
précédents.

Exemple 2

Calculer les premiers échantillons de la réponse à un échelon de la
transmittance :

G (z) =
1

(z − 0.5)(z − 0.2)
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Signaux simples

Impulsion de dirac Z[δn] = 1

n

δn

1
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Signaux simples

Echelon unitaire Z[Γn] =
z

z − 1

n

Γn

1
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Correspondance p, z

z = eTep

Système d’ordre un

G (p) =
K

1 + τp

pôle continu en p = −1/τ , pôle discret en z = e−Te/τ
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Correspondance p, z

z = eTep

Système d’ordre deux

G (p) =
K

1 + (2ξ/ω0)p + p2/ω2
0

deux pôles complexes conjugués en p1, p∗1 = −ξω0 ± j
√

1− ξ2ω0,

deux pôles discrets en z1, z∗1 = e−ξω0Te±j
√

1−ξ2ω0Te
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Le bloqueur d’ordre zéro

Méthode la plus simple pour reconstruire un signal continu à
partir d’un signal échantillonné

placé entre le block de commande et le système physique à
piloter
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Le bloqueur d’ordre zéro

Permet d’obtenir un schéma équivalent aux instants
d’échantillonnage

C(z)
E(z) S(z)

+
-

ε(z)
B0(p) G(p)

Te

C(z)
E(z) S(z)

+
-

ε(z)
ĜBO(z)

Schéma équivalent aux instants d'échantillonnage
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Le bloqueur d’ordre zéro

Fonction de transfert d’un bloqueur d’ordre zéro

B0(p) =
1− e−Tep

p

Fonction de transfert d’une transmittance bloquée

Fonction de transfert d’un système continu précédé d’un bloqueur
d’ordre zéro :

ĜBo(z) = (1− z−1)Z
[

G (p)

p

]
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Le bloqueur d’ordre zéro

exemple

Calculer la transmittance bloquée d’un système d’ordre 1, exprimé
par :

G (p) =
K

1 + τp
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Transmittance bloquée d’un système d’ordre deux

S’exprime sous la forme :

G (z) =
b1z + b0

z2 + a1z + a0
=

b1z−1 + b0z−2

1 + a1z−1 + a0z−2

avec,
α = e−ξωnTe , ωp = ωn

√
1− ξ2, a0 = α2

a1 = −2.α. cos(ωp.Te)

b0 = α2 + α

[
ξ
ωn

ωp
sin(ωp.Te)− cos(ωp.Te)

]

b1 = 1− α

[
ξ
ωn

ωp
sin(ωp.Te) + cos(ωp.Te)

]
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Stabilité

Définition

Un système est dit stable si, écarté de sa position de repos, celui-ci
revient à cette position lorsque la cause qui l’en a écartée cesse. Si
hn est la réponse impulsionnelle du système avec t = n.Te ,

lim
n→∞

hn = 0

soit, en utilisant le théorème de la valeur finale,

lim
z→1

(z − 1)H(z) = 0
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Condition de stabilité

Un système en stable si tous ses pôles sont à l’intérieur du cercle
unitaire (de module inférieur à un)
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Critère de Jury

Critère général permettant de déterminer si les racines d’une
équation sont de module inférieur à 1 :

Attention

Seules les formules pour des polynômes d’ordre 2 et 3 sont
données.
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Critère de Jury

polynôme d’ordre deux

F (z) = a2.z
2 + a1.z + a0,

avec a2 > 0. F (z) admet des zèros de module inférieur à un
(|Z0| < 1) si :

1 |a0| < a2

2 F (1) > 0

3 F (−1) > 0
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Critère de Jury

polynôme d’ordre trois

F (z) = a3.z
3 + a2.z

2 + a1.z + a0,

avec a3 > 0. F (z) admet des zèros de module inférieur à un
(|Z0| < 1) si :

1 |a0| < a3

2 F (1) > 0

3 F (−1) < 0

4 a2
0 − a2

3 < a0a2 − a1a3
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Généralités

La transformée en z
Stabilité
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Critère de Jury

Exemple d’utilisation

On s’intéresse dans ce problème au positionnement d’un satellite
uniquement suivant une direction donnée et en absence de toute
force de frottement. Si la position du satellite est s(t) et la
commande u(t), alors la relation fondamentale de la dynamique
permet d’écrire :

d2s(t)

dt2
= u(t)

Montrer qu’il n’est pas possible de réguler un tel système à l’aide
d’un correcteur proportionnel (en continu et en échantillonné)
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Définition

Le lieu d’Evans est le lieu des pôles de la fonction de transfert en
boucle fermée lorsque le gain K varie de 0 à l’infini
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Exemple : G (z) =
1

(z − 0.1)(z − 0.9)
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Attention

La construction du lieu est assez complexe et fait appel à 8 règles,
non développées dans ce cours.

Matlab

La boite à outils Control Toolbox de Matlab permet de tracer de
manière automatique le lieu d’Evan avec la commande rlocus(sysd)

Thierry CHATEAU Systèmes échantillonnés
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G(z)
X(z) Y (z)

+
-

ε(z)

+
+

P (z)

Erreur statique

Deux types d’erreur statique :

Erreur statique en poursuite (X (z))

Erreur statique en régulation (P(z))
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G(z)
X(z) Y (z)

+
-

ε(z)

+
+

Définition

limn→∞ εn devant un signal test xn

lim
z→1

(z − 1)ε(z)
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G(z)
Y (z)

+
-

ε(z)

+
+

P (z)

Définition

limn→∞ εn devant un signal test pn

lim
z→1

(z − 1)ε(z)
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Exemple

Calculer les erreurs statiques d’ordre 1 et 2 d’un asservissement de
position dont la transmittance bloquée en boucle ouverte est :

ĜBo(z) =
Kz−1(1− z0z−1)

(1− z−1)(1− z1z−1)

avec |z0| < 1 et |z1| < 1
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